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Resumo
A proposta deste trabalho e´ criar um modelo para descrever computacionalmente
o conv´ıvio entre duas espe´cies competidoras com caracter´ısticas de migrac¸a˜o na pre-
senc¸a de um material impactante to´xico. As equac¸o˜es a serem utilizadas devera˜o incluir
os fenoˆmenos de dispersa˜o populacional, processos migrato´rios, dinaˆmicas populacionais
densidade-dependentes e efeitos to´xicos de um material impactante evoluindo no meio,
provocando um decaimento proporcional. Recorrendo a um instrumental consagrado, em-
bora com desenvolvimento relativamente recente, sera´ usado um sistema cla´ssico do tipo
Lotka-Volterra (consequ¨entemente na˜o-linear) combinado a Equac¸o˜es Diferenciais Parciais
de Dispersa˜o-Migrac¸a˜o. O primeiro passo e´ a formulac¸a˜o variacional discretizada deste sis-
tema visando o uso de Elementos Finitos combinados a um me´todo de Crank-Nicolson. Em
segundo lugar, vira´ a formulac¸a˜o de um algoritmo (conjuntamente com sua programac¸a˜o
em ambiente MATLAB) que aproxima as soluc¸o˜es discretas relativas a cada populac¸a˜o
em cada ponto e ao longo do intervalo de tempo considerado nas simulac¸o˜es. Por fim,
sera˜o obtidas sa´ıdas gra´ficas u´teis dos pontos de vista quantitativo e qualitativo para uso
em conjunto com especialistas de a´reas de ecologia e meio ambiente na avaliac¸a˜o e na
calibrac¸a˜o de modelos e programas, bem como no estudo de estrate´gias de preservac¸a˜o,
impacto e recuperac¸a˜o de ambientes.
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Abstract
The purpose of this work is to create a model to computationally describe the co-
existence of two competing species with migration features in the presence of a toxic
impactant material. The equations must include the phenomena of populational disper-
sion, migratory processes, density-dependent populational dynamics and toxic effects of
the evolutive presence of an impactant material developing in the environment, genera-
ting a proportional decrease in both populations. Resorting to well-established, although
relatively recent, mathematical instruments,a Lotka-Volterra type (and consequently non-
linear) system, including characteristics of a Migration-Dispersion PDE. The first step is
the discrete variational formulation of this system aiming for the use of the Finite Ele-
ment Method toghether with a Crank-Nicolson Method. Second, the formulation of an
algorithm (together with a programme in MATLAB environment) that approximates the
relative discrete solutions to each population in each point and along of the time interval
considered in the simulations. Lastly, useful graphics will be obtained of the quantitative
and qualitative viewpoints for use with specialists of the fields of ecology and environment
and in the evaluation and calibration of models and programmes.
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Introduc¸a˜o
Em situac¸o˜es ja´ registradas e analisadas dos efeitos intermedia´rios e permanentes de
grupos de populac¸o˜es coexistentes em determinados ecossistemas, tem-se, muitas vezes, a
prevaleˆncia final de uma delas em vez do retorno a` conviveˆncia entre ambas. Este resultado
depende de muitos fatores, mas, de in´ıcio, os principais destes sa˜o o tipo de competic¸a˜o e
a rapidez de recuperac¸a˜o de uma ou algumas das espe´cies envolvidas (ver SOSSAE, 2003,
PREGNOLATTO, 2003).
Riscos ambientais e dificuldades de controle de experieˆncias in situ sugerem fortemente
que ensaios computacionais pre´vios sustentados em modelagem matema´tica de cuidada
formulac¸a˜o sejam usados em primeiras aproximac¸o˜es, evitando os efeitos potencialmente
letais e to´xicos de muitos poss´ıveis casos (COSNER e outros, 2000). Estes casos de ex-
perieˆncias a serem evitadas sa˜o os de simulac¸a˜o (mesmo controlada) de efeitos to´xicos sobre
populac¸o˜es em determinado conv´ıvio. Estas simulac¸o˜es envolvem um risco nem sempre
muito bem calculado: sa˜o casos em que e´ prefer´ıvel a simulac¸a˜o computacional apoiada
em modelagens matema´ticas e discretizac¸o˜es confia´veis.
Em va´rias situac¸o˜es, as dimenso˜es de corpos aqua´ticos introduzem dificuldades de es-
tudos, de ana´lises e de realizac¸a˜o de experimentos em quantidades que justificam a adoc¸a˜o
de simulac¸o˜es computacionais nas primeiras aproximac¸o˜es, reduzindo drasticamente as
necessidades de experimento no campo, com seus efeitos a curto, me´dio e longo prazos.
Em conjunto com esta dificuldade, existe a necessidade de se prevenir o meio ambiente
de riscos reais de efeitos to´xicos provenientes de atividades antro´picas, sejam elas ligadas
a projetos agroindustriais, sejam resultantes de explorac¸o˜es, sejam elas pela presenc¸a de
comunidades e seus efluentes normais. Embora ja´ haja um volume razoavelmente de-
senvolvido de estudos em termos da presenc¸a evolutiva de poluentes (cf MISTRO, 1992,
BERNARDES, 1998, CANTA˜O, 1998, DINIZ, 2003, OLIVEIRA, 2003, SOSSAE, 2003,
VA´SQUEZ, 2005, por exemplo), ha´ menos resultados efetivos em termos da modelagem
matema´tica dos efeitos evolutivos desse tipo de material impactante sobre populac¸o˜es que
interagem ao mesmo tempo em que sa˜o atingidas pelos ditos efeitos.
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Figura 1: Imagem da a´rea central dos Esteros de Ibera´. No centro, a` direita, a lagoa Ibera´.
Fonte: site do projeto The sustainable management of wetland resources
Este trabalho visa, enta˜o, recorrer a sistemas na˜o-lineares de Equac¸o˜es Diferenciais
Parciais que modelem tanto a dispersa˜o populacional com efeitos outros como a migrac¸a˜o,
por exemplo, em conjunto com dinaˆmicas populacionais de tipo log´ıstico gene´rico incor-
porando, tambe´m, as ac¸o˜es interespec´ıficas de tipo cla´ssico, ou seja, na linha de Lotka-
Volterra (ver, por exemplo, MEYER e SOSSAE, 1999).
As equac¸o˜es dos sistemas propostos permitem a inclusa˜o de efeitos to´xicos letais
varia´veis de um poluente no meio, poluente este cuja presenc¸a evolui no tempo em func¸a˜o
na˜o apenas de difusa˜o efetiva (no sentido de MARCHUK, 1986, ou de OKUBO, 1980), mas
tambe´m do transporte advectivo – no caso que se deseja estudar, este transporte e´ devido
a` correnteza em corpos aqua´ticos, e, ale´m disso, as populac¸o˜es estudadas, em func¸a˜o de
ambientes de competic¸a˜o intra-espec´ıfica, podem sofrer efeitos permanentes, visto que os
equil´ıbrios de conviveˆncia competitiva sa˜o, reconhecidamente, equil´ıbrios de fra´gil estabi-
lidade – uma modelagem que reu´ne ide´ias ja´ cla´ssicas em termos de conv´ıvio entre espe´cies
(EDELSTEIN-KESHET, 1988, MURRAY, 1989).
O cena´rio em que sera˜o feitas as simulac¸o˜es deste trabalho e´ a lagoa Ibera´, situada no
nordeste da Argentina. O grupo de Biomatema´tica do IMECC-UNICAMP, em conjunto
com outros centros de pesquisa como os da Universita´ degli Studi di Siena (Ita´lia), da
Universidad del Salvador (Argentina), da Universidad Nacional del Centro de la Provincia
de Buenos Aires (Argentina), da Universidad de Ca´diz (Espanha), da Universidade de
Aveiro (Portugal), da University of York (Reino Unido) e da Universidade Federal do Rio
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Grande do Sul (Brasil), ja´ vem desenvolvendo estudos sobre esta regia˜o, obtendo resultados
significativos. Na definic¸a˜o da cadeia tro´fica deste meio (MOMO e GANTES, 1999), duas
espe´cies-chave – o “chaja´”(Chauna torquata) e o jacare´ (Caiman yacare) – esta˜o no topo,
competindo entre si por presas de pequeno porte (basicamente peixes e ra˜s). O material
impactante to´xico que sera´ considerado nas simulac¸o˜es e´ proveniente das culturas de arroz
presentes nas regio˜es vizinhas da lagoa. Os agroto´xicos sa˜o as principais fontes de poluic¸a˜o
naquele meio.
Figura 2: Duas espe´cies-chave do ecossistema da lagoa Ibera´
No cap´ıtulo 1 apresenta-se um modelo para a dispersa˜o de um poluente no meio.
Resultados de simulac¸o˜es computacionais sa˜o mostrados no cap´ıtulo 2 para se observar a
sua evoluc¸a˜o no decorrer do tempo, prevendo-se assim as regio˜es onde as populac¸o˜es das
duas espe´cies-chave sera˜o afetadas por ele, bem como as tendeˆncias dos efeitos posteriores.
Figura 3: Plantac¸a˜o de arroz pro´xima a` margem da lagoa Ibera´
No cap´ıtulo 3 propo˜e-se um modelo que descreve o conv´ıvio entre as duas espe´cies-
chave incluindo os efeitos to´xicos do material impactante evoluindo no meio, provocando
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um decaimento proporcional.
No cap´ıtulo 4 sa˜o apresentados os resultados das simulac¸o˜es computacionais feitas com
base na modelagem proposta no cap´ıtulo 3, seguidos de ana´lises e concluso˜es.
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Cap´ıtulo 1
A dispersa˜o de um poluente no meio
Modelos matema´ticos para dispersa˜o de poluentes em diferentes meios ja´ esta˜o sendo
bastante desenvolvidos e difundidos atualmente. Sobre a lagoa Ibera´, o meio onde sera˜o
feitas as aplicac¸o˜es do presente estudo, BERNARDES (1998) obteve primeiras aproxima-
c¸o˜es para a simulac¸a˜o do comportamento evolutivo de poluentes aqua´ticos de superf´ıcie,
poluentes estes cuja introduc¸a˜o na lagoa se deve a` presenc¸a das culturas de soja e arroz
nas suas vizinhanc¸as e e´ dada atrave´s do uso de pesticidas e repelentes para aves e da
queima de combust´ıveis e solventes a` base de petro´leo, entre outros.
Sobre a mesma regia˜o, DINIZ (2003) tambe´m tratou da dispersa˜o de poluentes mas
desta vez dando enfoque ao sistema ar-a´gua.
Neste cap´ıtulo sera´ feita uma modelagem matema´tica para a dispersa˜o de um poluente
na lagoa, proveniente de plantac¸o˜es de arroz numa situac¸a˜o tal como mostrou a figura 3.
1.1 O modelo matema´tico
A equac¸a˜o que descreve esse tipo de modelagem e´ a ja´ cla´ssica Equac¸a˜o de Difusa˜o-
Advecc¸a˜o. Neste modelo, sa˜o considerados basicamente os seguintes fenoˆmenos:
• A difusa˜o, ou seja, espalhamento natural do poluente em contato com o meio. A
dinaˆmica difusiva resulta de movimentos aleato´rios micro e macrosco´picos. Neste
trabalho sera´ considerada a difusa˜o efetiva, no sentido de MARCHUK (1986), em
que sa˜o levadas em conta a difusa˜o molecular, que deriva do movimento browniano
das mole´culas, e a difusa˜o turbulenta, derivada do espalhamento macrosco´pico de
tensa˜o superficial;
• A advecc¸a˜o, ou seja, o movimento provocado pela movimentac¸a˜o do pro´prio meio
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(correntezas);
• O decaimento, fenoˆmeno que reu´ne alterac¸o˜es sofridas pelas mole´culas das substaˆncias
componentes do produto to´xico ao longo do tempo, ocasionando perda de massa e
conseque¨ntemente sua exclusa˜o do meio;
• Fontes poluentes, introduzindo o material impactante no meio.
Nestas situac¸o˜es, a equac¸a˜o que descreve tais fenoˆmenos para a concentrac¸a˜o do polu-
ente, C = C(x, y; t) com (x, y) ∈ Ω ⊂ R2 e t ∈ (0, T ], e´ dada por
∂C
∂t
− div(αc∇C) + div(VC) + σcC = f (1.1)
onde
• αc = αc(x, y; t) representa a difusibilidade do poluente no meio;
• V = (V1(x, y; t), V2(x, y; t)) representa o campo de velocidades da circulac¸a˜o local,
com div(V) = 0;
• σc = σc(x, y; t) representa o decaimento do poluente no meio;
• f = f(x, y; t) representa as fontes poluentes.
Conve´m observar que o gradiente e o divergente sa˜o considerados como operadores
somente sobre as varia´veis espaciais, e que as condic¸o˜es inicial e de contorno sera˜o expli-
citadas mais adiante.
1.2 Simplificac¸o˜es do modelo
Conforme ja´ foi dito antes, a proposta de aplicac¸a˜o deste modelo e´ a simulac¸a˜o do
comportamento evolutivo de um material impactante to´xico proveniente das culturas de
arroz pro´ximos a` lagoa Ibera´. O uso de agroto´xicos nas plantac¸o˜es e´ feito em per´ıodos
sazonais, e enta˜o considerando o intervalo do domı´nio temporal (0, T ] contido entre uma
e outra e´poca de lavoura, e´ razoa´vel admitir f = 0.
O campo de velocidades V sera´ considerado independente do tempo, na˜o levando em
conta, assim, perturbac¸o˜es locais (no tempo) que possa haver na circulac¸a˜o da a´gua, sejam
elas causadas por chuvas, rajadas de vento, etc., mas descrevendo globalmente o fenoˆmeno
advectivo.
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Os paraˆmetros αc e σc podem ate´ (por algum tempo) depender fortemente da con-
centrac¸a˜o C, pore´m, devido ao intervalo de tempo que sera´ considerado nas simulac¸o˜es
e a` proposta de tratamento nume´rico para este modelo (um sistema associado linear), e´
aceita´vel usar valores me´dios para αc e σc, tornando-os constantes.
Finalmente, completando a equac¸a˜o (1.1) com as condic¸o˜es de contorno∗ C|Γ0 = 0 e
∂C
∂η
∣∣∣∣
Γ1
= 0, o modelo torna-se

∂C
∂t
− αc∆C + V · ∇C + σcC = 0, (x, y) ∈ Ω ⊂ R2, t ∈ (0, T ]
C(x, y; 0) = C0(x, y),∀ (x, y) ∈ Ω
C|Γ0 = 0, ∀ t ∈ (0, T ]
∂C
∂η
∣∣∣∣
Γ1
= 0, ∀ t ∈ (0, T ]
(1.2)
1.3 Formulac¸a˜o variacional
Devido a`s dificuldades teo´ricas e pra´ticas na busca de uma soluc¸a˜o do problema (1.2),
o modelo sera´ descrito na sua formulac¸a˜o fraca, no sentido de distribuic¸o˜es, pois assim
pode-se exigir menos regularidade da soluc¸a˜o. Para isto, definem-se os produtos internos
em L2(Ω):
• (f |g) =
∫
Ω
f(x, y)g(x, y)ds
• (∇f ||∇g) =
∫
Ω
∇f(x, y) · ∇g(x, y)ds
Assim, o problema torna-se encontrar
C ∈ S = {C ∈ L2((0, T ), H1(Ω)); C = 0 em Γ0 e ∂C
∂t
∈ L2(Ω) ∀t ∈ (0, T ]}
tal que (
∂C
∂t
|ν
)
− αc(∆C|ν) + (V · ∇C|ν) + σc(C|ν) = 0 ∀ν ∈ V (1.3)
∗As partes da fronteira Γ1 e Γ2 sera˜o explicitadas no cap´ıtulo 2.
7
onde V = {ν ∈ H1(Ω); ν = 0 em Γ0}.
O operador laplaciano que figura no segundo termo desta u´ltima equac¸a˜o parece intro-
duzir uma incoereˆncia na escolha do espac¸o S. Para contornar essa situac¸a˜o, aplica-se o
Teorema de Green neste termo. Enta˜o, fazendo uma expansa˜o do terceiro termo e usando
as condic¸o˜es de contorno, tem-se(
∂C
∂t
|ν
)
+ αc(∇C||∇ν) +
(
V1
∂C
∂x
|ν
)
+
(
V2
∂C
∂y
|ν
)
+ σc(C|ν) = 0 ∀ν ∈ V (1.4)
Resultados sobre existeˆncia e unicidade de soluc¸a˜o para este tipo de problema podem
ser encontrados nos trabalhos de MISTRO (1992), BERNARDES (1998) e CANTA˜O
(1998), entre outros.
1.4 Aproximac¸a˜o da soluc¸a˜o
Na tarefa da construc¸a˜o de uma soluc¸a˜o aproximada da equac¸a˜o (1.4), sera˜o trabalha-
das primeiramente as varia´veis espaciais, pelo me´todo de Galerkin. Para isto, seja Vh ⊂ V
um subespac¸o de dimensa˜o N e seja B = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN} uma base para esse subespac¸o.
Visando construir uma aproximac¸a˜o da soluc¸a˜o nesse espac¸o, separam-se as suas varia´veis
obtendo
C(x, y; t) ∼= Ch(x, y; t) =
N∑
j=1
cj(t)ϕj(x, y)
∂Ch
∂t
=
N∑
j=1
dcj
dt
ϕj,
∂Ch
∂x
=
N∑
j=1
cj
∂ϕj
∂x
e
∂Ch
∂y
=
N∑
j=1
cj
∂ϕj
∂y
Usando estas aproximac¸o˜es na formulac¸a˜o variacional (1.4) tem-se(
N∑
j=1
dcj
dt
ϕj|νh
)
+ αc
(
∇
N∑
j=1
cjϕj||∇νh
)
+
(
V1
N∑
j=1
cj
∂ϕj
∂x
|νh
)
+
(
V2
N∑
j=1
cj
∂ϕj
∂y
|νh
)
+
+ σc
(
N∑
j=1
cjϕj|νh
)
= 0 ∀νh ∈ Vh
Como esta expressa˜o deve valer para todo νh ∈ Vh, basta escreveˆ-la para todo elemento
de B. Enta˜o, retirando os coeficientes cj dos produtos internos, pois eles na˜o dependem
das varia´veis espaciais, tem-se
8
N∑
j=1
dcj
dt
(ϕj|ϕi) + αc
N∑
j=1
cj(∇ϕj||∇ϕi) +
N∑
j=1
cj
(
V1
∂ϕj
∂x
|ϕi
)
+
N∑
j=1
cj
(
V2
∂ϕj
∂y
|ϕi
)
+
+σc
N∑
j=1
cj(ϕj|ϕi) = 0 ∀i = 1, . . . , N
(1.5)
O campo de velocidades V = (V1(x, y), V2(x, y)) do meio em questa˜o foi objeto de
estudo de CANTA˜O e D’AFONSECA (1998). Seus valores pontuais aproximados foram
obtidos atrave´s da resoluc¸a˜o nume´rica da Equac¸a˜o de Stokes (ver, tambe´m, SAAVEDRA
VA´SQUEZ)
−div(∇V) +∇P = g,
em que P representa a pressa˜o e g uma perturbac¸a˜o que pode ser nula. Interpolando esses
valores atrave´s das func¸o˜es da base B tem-se
V1(x, y) =
N∑
k=1
V1kϕk(x, y) e V2(x, y) =
N∑
m=1
V2mϕm(x, y).
Assim, o sistema (1.5) torna-se
N∑
j=1
dcj
dt
(ϕj|ϕi) + αc
N∑
j=1
cj(∇ϕj||∇ϕi) +
N∑
j=1
cj
(
N∑
k=1
V1kϕk
∂ϕj
∂x
|ϕi
)
+
+
N∑
j=1
cj
(
N∑
m=1
V2mϕm
∂ϕj
∂y
|ϕi
)
+ σc
N∑
j=1
cj(ϕj|ϕi) = 0 ∀i = 1, . . . , N
(1.6)
Agora o objetivo e´ encontrar uma aproximac¸a˜o temporal. Para este fim, sera´ usado o
me´todo de Crank-Nicolson, de onde obte´m-se
dc
(n+1/2)
j
dt
∼= c
(n+1)
j − c(n)j
∆t
e c
(n+1/2)
j
∼= c
(n+1)
j + c
(n)
j
2
onde ∆t representa o passo no tempo. Usando-se essas discretizac¸o˜es no sistema (1.6) e
arranjando-se os termos convenientemente, tem-se
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N∑
j=1
c
(n+1)
j
{[
1 + σc
∆t
2
]
(ϕi|ϕj) + ∆t
2
[
αc(∇ϕi||∇ϕj) +
N∑
k=1
V1k
(
ϕi|∂ϕj
∂x
ϕk
)
+
+
N∑
m=1
V2m
(
ϕi|∂ϕj
∂y
ϕm
)]}
=
=
N∑
j=1
c
(n)
j
{[
1− σc∆t
2
]
(ϕi|ϕj)− ∆t
2
[
αc(∇ϕi||∇ϕj) +
N∑
k=1
V1k
(
ϕi|∂ϕj
∂x
ϕk
)
+
+
N∑
m=1
V2m
(
ϕi|∂ϕj
∂y
ϕm
)]}
∀i = 1, . . . , N
(1.7)
que na forma matricial escreve-se Ac(n+1) = Bc(n), em que
aij =
[
1 + σc
∆t
2
]
(ϕi|ϕj) + ∆t
2
[
αc(∇ϕi||∇ϕj) +
N∑
k=1
V1k
(
ϕi|∂ϕj
∂x
ϕk
)
+
+
N∑
m=1
V2m
(
ϕi|∂ϕj
∂y
ϕm
)]
bij =
[
1− σc∆t
2
]
(ϕi|ϕj)− ∆t
2
[
αc(∇ϕi||∇ϕj) +
N∑
k=1
V1k
(
ϕi|∂ϕj
∂x
ϕk
)
+
+
N∑
m=1
V2m
(
ϕi|∂ϕj
∂y
ϕm
)]
com i, j = 1, . . . , N para cada n. Este sistema sera´ resolvido iterativamente no tempo, a
partir da condic¸a˜o inicial c(0) pontualmente fornecida ou dada implicitamente por
N∑
j=1
c
(0)
j (ϕj|ϕi) = (C0|ϕi)
1.5 Implementac¸a˜o computacional
Na implementac¸a˜o computacional do sistema (1.7), o domı´nio espacial foi discretizado
atrave´s de elementos finitos triangulares de segunda ordem. A malha da discretizac¸a˜o e´
mesma usada em SOSSAE (2003), obtida atrave´s do software Triangle.
10
As func¸o˜es
ψ1ˆ = ω(2ω − 1), ψ2ˆ = ξ(2ξ − 1), ψ3ˆ = η(2η − 1),
ψ4ˆ = 4ξη, ψ5ˆ = 4ηω, ψ6ˆ = 4ξω,
onde ω = 1 − ξ − η, foram usadas como “shape functions”no triaˆngulo padra˜o para, a
partir delas, serem constru´ıdas as sub-matrizes de rigidez. Uma proposta algor´ıtmica em
ambiente Matlab para a construc¸a˜o anal´ıtica dessas matrizes se encontra no apeˆndice.
A escolha do me´todo de Crank-Nicolson nas aproximac¸o˜es temporais se deve a` sua
estabilidade nume´rica e a` sua margem de erro, que e´ da ordem de (∆t)2. Maiores detalhes
sobre os me´todos e crite´rios nume´ricos usados nesta sec¸a˜o e na anterior podem ser encon-
trados em CARNAHAN et al. (1969) e KARDESTUNCER e NORRIE (1987).
Finalmente, e como no in´ıcio efetivo do pro´ximo cap´ıtulo, deve-se pontuar que o
domı´nio em estudo e´ de baixa circulac¸a˜o, produzindo efeitos residuais a me´dio e longo
prazos.
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Figura 1.1: Discretizac¸a˜o da lagoa Ibera´ atrave´s de elementos finitos triangulares de se-
gunda ordem usada nas simulac¸o˜es: 6853 no´s e 3297 elementos
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Cap´ıtulo 2
Resultados das simulac¸o˜es – Parte I
Os paraˆmetros utilizados nas simulac¸o˜es deste trabalho foram baseados em SOSSAE
(2003), pore´m fizeram-se algumas modificac¸o˜es com o intuito de serem sugeridas outras
prova´veis situac¸o˜es.
Paraˆmetros Valores
αc 0.75
σc 0.001
∆t 0.25
Tabela 2.1: Paraˆmetros utilizados na simulac¸a˜o da dispersa˜o de um poluente na lagoa
Γ0
Γ1
Figura 2.1: Determinac¸a˜o das fronteiras
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A figura 2.2 fornece uma visualizac¸a˜o do campo vetorial que simula o mapa de cir-
culac¸a˜o da lagoa obtido por CANTA˜O e D’AFONSECA (1998).
Figura 2.2: O campo de velocidades da lagoa
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Para simular uma distribuic¸a˜o inicial da concentrac¸a˜o do polente na lagoa, foram esco-
lhidos alguns no´s pro´ximos a` uma porc¸a˜o da margem, sugerindo uma descarga do material
impactante to´xico advinda das plantac¸o˜es de arroz nos seus arredores, como mostra a
figura 2.3.
Figura 2.3: Distribuic¸a˜o inicial da concentrac¸a˜o do poluente na lagoa
Figura 2.4: Distribuic¸a˜o da concentrac¸a˜o do poluente na lagoa apo´s 1000 iterac¸o˜es
15
Nas figuras 2.4 e 2.5 pode-se perceber claramente o efeito difusivo-advectivo na evoluc¸a˜o
do material impactante. Efetuadas todas as iterac¸o˜es, obte´m-se um cena´rio para a dis-
tribuic¸a˜o final da concentrac¸a˜o do poluente na lagoa, como mostra a figura 2.6.
Figura 2.5: Distribuic¸a˜o da concentrac¸a˜o do poluente na lagoa apo´s 2000 iterac¸o˜es
Figura 2.6: Distribuic¸a˜o final da concentrac¸a˜o do poluente na lagoa (apo´s 3000 iterac¸o˜es)
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Figura 2.7: Localizac¸a˜o dos no´s 6259, 3638 e 369 e o acompanhamento do comportamento
evolutivo do poluente nestes pontos
Treˆs no´s da malha foram escolhidos a fim de ser observado o comportamento evolutivo
do material impactante nas regio˜es da lagoa que compreendem esses no´s (cf figura 2.7).
No gra´fico do no´ 6259, situado na regia˜o onde o poluente se concentra inicialmente, ha´
um ra´pido decaimento na concentrac¸a˜o, o que ja´ era esperado pela modelagem que foi
feita neste cap´ıtulo, pois a auseˆncia de uma fonte poluente, a difusibilidade e a degradac¸a˜o
moderadas e a influeˆncia da circulac¸a˜o da a´gua fazem com que a dispersa˜o do material
impactante nesse ponto acontec¸a de forma gradativa. No gra´fico do no´ 3638, onde na˜o
ha´ concentrac¸a˜o inicial do poluente, percebe-se a sua chegada nesta regia˜o em determi-
nado instante e apo´s um certo per´ıodo de tempo ha´ um decaimento na concentrac¸a˜o.
Ja´ no gra´fico do no´ 369, mais distante da regia˜o onde se concentra inicialmente o polu-
ente, observa-se a sua chegada neste ponto ja´ pro´ximo ao fim das iterac¸o˜es, e ainda assim
havendo um decaimento da concentrac¸a˜o nessa regia˜o, correspondendo totalmente a`s ex-
pectativas da modelagem proposta. Estes resultados sera˜o usados nos cap´ıtulos 3 e 4 para
se estudar a influeˆncia da presenc¸a desse material impactante nas populac¸o˜es das duas
espe´cies-chave do ecossistema local.
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Cap´ıtulo 3
O conv´ıvio entre duas espe´cies
competidoras sob efeito do poluente
Modelos de espe´cie u´nica veˆm sendo combatidos ha´ tempo com o argumento de que
nenhuma espe´cie existe isoladamente de outras. Desde os trabalhos de LOTKA (1925) e
VOLTERRA (1926), sistemas de Equac¸o˜es Diferenciais Ordina´rias que incorporam relac¸o˜es
interespec´ıficas comec¸aram a ser usados de diversos modos no estudo e na compreensa˜o
de muitos fenoˆmenos de conv´ıvio entre espe´cies. No entanto, estes modelos consideravam
apenas a variac¸a˜o temporal, pressupondo uma distribuic¸a˜o espacial homogeˆnea das popu-
lac¸o˜es envolvidas. Os fenoˆmenos de dispersa˜o e migrac¸a˜o, que sa˜o observados em quase
todo tipo de populac¸a˜o existente na natureza, tornaram necessa´ria a inclusa˜o das varia´veis
espaciais nas modelagens, cujo pioneiro foi SKELLAM (1951).
Sobre os Esteros de Ibera´, regia˜o que abrange o domı´nio das aplicac¸o˜es do presente
estudo, PREGNOLATTO (2002) estudou a modelagem e possibilidades de simulac¸a˜o com-
putacional de uma determinada espe´cie carisma´tica – a capivara (Hydrocaeris hydrocaeris)
– afligida por uma epizootia local (o mal-das-cadeiras).
Aqui chega-se, enta˜o, ao ponto culminante do presente trabalho. O que se fara´ e´
uma combinac¸a˜o dos resultados obtidos nos cap´ıtulos 1 e 2 com um sistema de Equac¸o˜es
Diferenciais Parciais de Dispersa˜o-Migrac¸a˜o envolvendo termos do tipo Lotka-volterra e
dinaˆmicas vitais do tipo Verhulst. Esta ide´ia foi partejada primeiramente em SOSSAE
(2003), num sistema que envolvia interac¸o˜es interespec´ıficas do tipo presa-predador e com-
petic¸a˜o.
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3.1 O modelo matema´tico
Dentro do contexto da presente proposta de modelagem, os fenoˆmenos principalmente
considerados sera˜o:
• A dispersa˜o populacional de cada espe´cie;
• Processos migrato´rios de cada espe´cie;
• O decaimento das espe´cies devido a` presenc¸a de um material impactante to´xico;
• Dinaˆmicas vitais;
• Relac¸o˜es inter e intra-espec´ıficas.
Enta˜o, levando em conta duas populac¸o˜es P1 e P2 que interagem entre si, o sistema na˜o-
linear que descreve tais fenoˆmenos para as densidades populacionais P1(x, y; t) e P2(x, y; t)
com (x, y) ∈ Ω ⊂ R2 e t ∈ (0, T ] e´ dado por
∂P1
∂t
− div(α1∇P1) + div(UP1) + ρ1σP1 = a1P1
(
1− P1 + P2
K
)
− δ1P1P2
∂P2
∂t
− div(α2∇P2) + div(WP2) + ρ2σP2 = a2P2
(
1− P1 + P2
K
)
− δ2P1P2
(3.1)
onde
• α1 = α1(x, y; t) e α2 = α2(x, y; t) representam as disperso˜es populacionais de cada
espe´cie;
• U = (U1(x, y; t), U2(x, y; t)) e W = (W1(x, y; t),W2(x, y; t)) representam os campos
de velocidades de migrac¸a˜o de cada espe´cie, com div(U) = div(W) = 0;
• σ = σ(x, y; t) representa a concentrac¸a˜o de um poluente no meio, obtida pela reso-
luc¸a˜o da equac¸a˜o 1.1;
• ρ1 e ρ2 representam os decaimentos populacionais de cada espe´cie devido a` mortali-
dade causada pela presenc¸a deste poluente;
• a1 e a2 representam as taxas de crescimento intr´ınsecas de cada espe´cie;
• K representa a capacidade de suporte do meio para as duas espe´cies;
• δ1 e δ2 representam as taxas de relac¸a˜o interespec´ıfica (o sinal negativo caracteriza
a competic¸a˜o).
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Cabe ressaltar aqui um ponto que diferencia este trabalho dos demais que utilizaram
uma modelagem matema´tica para os fenoˆmenos que esta˜o sendo estudados. Nas equac¸o˜es
do sistema (3.1), utiliza-se uma mesma capacidade de suporte do meio para as populac¸o˜es
das duas espe´cies. Esta proposta se deve ao fato de que, competindo as duas espe´cies
basicamente pelos mesmos recursos e sendo estes recursos limitados, na˜o se consideram
capacidades de suportes do meio distintas para cada populac¸a˜o, incluindo assim, na mo-
delagem proposta, mais uma hipo´tese que exclui o tratamento isolado de cada espe´cie.
Figura 3.1: Diagrama ilustrativo da cadeia tro´fica do ecossistema da lagoa Ibera´ (site do
projeto The sustainable management of wetland resources)
3.2 Simplificac¸o˜es do modelo
Usando argumentos ana´logos aos da sec¸a˜o 1.2, aqui neste caso sera˜o considerados U,
W, α1 e α2 constantes. Dessa forma, completando o sistema (3.1) com as condic¸o˜es iniciais
e com as condic¸o˜es de contorno Dirichlet homogeˆnea em Γ0 e von Neumann homogeˆnea
em Γ1, tem-se
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
∂P1
∂t
− α1∆P1 + U1∂P1
∂x
+ U2
∂P1
∂y
+ ρ1σP1 = a1P1 − b1P 21 − d1P1P2
∂P2
∂t
− α2∆P2 +W1∂P2
∂x
+W2
∂P2
∂y
+ ρ2σP2 = a2P2 − b2P 22 − d2P1P2
(x, y) ∈ Ω ⊂ R2, t ∈ (0, T ]
P1(x, y; 0) = P10(x, y), P2(x, y; 0) = P20(x, y) ∀(x, y) ∈ Ω
P1|Γ0 = P2|Γ0 = 0 ∀t ∈ (0, T ]
∂P1
∂η
∣∣∣∣
Γ1
=
∂P2
∂η
∣∣∣∣
Γ1
= 0 ∀t ∈ (0, T ]
(3.2)
onde b1 =
a1
K
, b2 =
a2
K
, d1 = b1 + δ1 e d2 = b2 + δ2.
3.3 Formulac¸a˜o variacional
Usando o mesmo argumento que no cap´ıtulo 1, aqui tambe´m sera´ tomada como opc¸a˜o
a formulac¸a˜o fraca do sistema (3.2) em vez da cla´ssica. Adotando as mesmas notac¸o˜es da
sec¸a˜o 1.3, o problema aqui torna-se encontrar P1, P2 ∈ S tais que
(
∂P1
∂t
|ν
)
+ α1(∇P1||∇ν) + U1
(
∂P1
∂x
|ν
)
+ U2
(
∂P1
∂y
|ν
)
+ ρ1(σP1|ν) =
= a1(P1|ν)− b1(P 21 |ν)− d1(P1P2|ν)
(
∂P2
∂t
|ν
)
+ α2(∇P2||∇ν) +W1
(
∂P2
∂x
|ν
)
+W2
(
∂P2
∂y
|ν
)
+ ρ2(σP2|ν) =
= a2(P2|ν)− b2(P 22 |ν)− d2(P1P2|ν)
∀ν ∈ V
(3.3)
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3.4 Aproximac¸a˜o da soluc¸a˜o
Aqui, como no cap´ıtulo anterior, as soluc¸o˜es do sistema (3.3) sera˜o aproximadas nas
suas varia´veis espaciais atrave´s do me´todo de Galerkin e na sua varia´vel temporal atrave´s
do me´todo de Crank-Nicolson. Considerando o subespac¸o Vh ⊂ V e a base B como antes
e separando-se as varia´veis espaciais da temporal de P1 e P2 tem-se
P1(x, y; t) ∼= P1h(x, y; t) =
N∑
j=1
p1j(t)ϕj(x, y),
∂P1h
∂t
=
N∑
j=1
dp1j
dt
ϕj,
∂P1h
∂x
=
N∑
j=1
p1j
∂ϕj
∂x
e
∂P1h
∂y
=
N∑
j=1
p1j
∂ϕj
∂y
;
P2(x, y; t) ∼= P2h(x, y; t) =
N∑
j=1
p2j(t)ϕj(x, y),
∂P2h
∂t
=
N∑
j=1
dp2j
dt
ϕj,
∂P2h
∂x
=
N∑
j=1
p2j
∂ϕj
∂x
e
∂P2h
∂y
=
N∑
j=1
p2j
∂ϕj
∂y
.
Para a concentrac¸a˜o σ do poluente, tem-se
σ(x, y; t) ∼= σh(x, y; t) =
N∑
j=1
uj(t)ϕk(x, y)
Usando-se estas aproximac¸o˜es na formulac¸a˜o variacional (3.3) e escrevendo o sistema
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para os elementos da base B obte´m-se
N∑
j=1
dp1j
dt
(ϕj|ϕi) + α1
N∑
j=1
p1j(∇ϕj||∇ϕi) + U1
N∑
j=1
p1j
(
∂ϕj
∂x
|ϕi
)
+
+U2
N∑
j=1
p1j
(
∂ϕj
∂y
|ϕi
)
+ ρ1
N∑
j=1
N∑
k=1
p1juk(ϕjϕk|ϕi) = a1
N∑
j=1
p1j(ϕj|ϕi)−
−b1
N∑
j=1
N∑
k=1
p1jp1k(ϕjϕk|ϕi)− d1
N∑
j=1
N∑
k=1
p1jp2k(ϕjϕk|ϕi)
N∑
j=1
dp2j
dt
(ϕj|ϕi) + α2
N∑
j=1
p2j(∇ϕj||∇ϕi) +W1
N∑
j=1
p2j
(
∂ϕj
∂x
|ϕi
)
+
+W2
N∑
j=1
p2j
(
∂ϕj
∂y
|ϕi
)
+ ρ2
N∑
j=1
N∑
k=1
p2juk(ϕjϕk|ϕi) = a2
N∑
j=1
p2j(ϕj|ϕi)−
−b2
N∑
j=1
N∑
k=1
p2jp2k(ϕjϕk|ϕi)− d2
N∑
j=1
N∑
k=1
p1jp2k(ϕjϕk|ϕi)
∀i = 1 . . . , N
(3.4)
Aplicando o me´todo de Crank-Nicolson nas varia´veis temporais de P1, P2 e σ, o sistema
(3.4) torna-se
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
N∑
j=1
p
(n+1)
1j
{(
1− a1∆t
2
)
(ϕi|ϕj) + ∆t
2
[
α1(∇ϕi||∇ϕj) + U1
(
ϕi|∂ϕj
∂x
)
+
+U2
(
ϕi|∂ϕj
∂y
)
+
N∑
k=1
(
b1p
(n+1/2)
1k
+ d1p
(n+1/2)
2k
+ ρ1u
(n+1/2)
k
)
(ϕi|ϕjϕk)
]}
=
=
N∑
j=1
p
(n)
1j
{(
1 + a1
∆t
2
)
(ϕi|ϕj)− ∆t
2
[
α1(∇ϕi||∇ϕj) + U1
(
ϕi|∂ϕj
∂x
)
+
+U2
(
ϕi|∂ϕj
∂y
)
+
N∑
k=1
(
b1p
(n+1/2)
1k
+ d1p
(n+1/2)
2k
+ ρ1u
(n+1/2)
k
)
(ϕi|ϕjϕk)
]}
N∑
j=1
p
(n+1)
2j
{(
1− a2∆t
2
)
(ϕi|ϕj) + ∆t
2
[
α2(∇ϕi||∇ϕj) +W1
(
ϕi|∂ϕj
∂x
)
+
+W2
(
ϕi|∂ϕj
∂y
)
+
N∑
k=1
(
b2p
(n+1/2)
2k
+ d2p
(n+1/2)
1k
+ ρ2u
(n+1/2)
k
)
(ϕi|ϕjϕk)
]}
=
=
N∑
j=1
p
(n)
2j
{(
1 + a2
∆t
2
)
(ϕi|ϕj)− ∆t
2
[
α2(∇ϕi||∇ϕj) +W1
(
ϕi|∂ϕj
∂x
)
+
+W2
(
ϕi|∂ϕj
∂y
)
+
N∑
k=1
(
b2p
(n+1/2)
2k
+ d2p
(n+1/2)
1k
+ ρ2u
(n+1/2)
k
)
(ϕi|ϕjϕk)
]}
∀i = 1, . . . , N
(3.5)
que, na forma matricial, escreve-se
C(p
(n)
1 ,p
(n+1)
1 ,p
(n)
2 ,p
(n+1)
2 ,u
(n),u(n+1))p
(n+1)
1 = D(p
(n)
1 ,p
(n+1)
1 ,p
(n)
2 ,p
(n+1)
2 ,u
(n),u(n+1))p
(n)
1
E(p
(n)
1 ,p
(n+1)
1 ,p
(n)
2 ,p
(n+1)
2 ,u
(n),u(n+1))p
(n+1)
2 = F(p
(n)
1 ,p
(n+1)
1 ,p
(n)
2 ,p
(n+1)
2 ,u
(n),u(n+1))p
(n)
2
onde
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cij =
(
1− a1∆t
2
)
(ϕi|ϕj) + ∆t
2
{
α1(∇ϕi||∇ϕj) + U1
(
ϕi|∂ϕj
∂x
)
+ U2
(
ϕi|∂ϕj
∂y
)
+
+
N∑
k=1
[
b1
p
(n)
1k
+ p
(n+1)
1k
2
+ d1
p
(n)
2k
+ p
(n+1)
2k
2
+ ρ1
u
(n)
k + u
(n+1)
k
2
]
(ϕi|ϕjϕk)
}
dij =
(
1 + a1
∆t
2
)
(ϕi|ϕj)− ∆t
2
{
α1(∇ϕi||∇ϕj) + U1
(
ϕi|∂ϕj
∂x
)
+ U2
(
ϕi|∂ϕj
∂y
)
+
+
N∑
k=1
[
b1
p
(n)
1k
+ p
(n+1)
1k
2
+ d1
p
(n)
2k
+ p
(n+1)
2k
2
+ ρ1
u
(n)
k + u
(n+1)
k
2
]
(ϕi|ϕjϕk)
}
eij =
(
1− a2∆t
2
)
(ϕi|ϕj) + ∆t
2
{
α2(∇ϕi||∇ϕj) +W1
(
ϕi|∂ϕj
∂x
)
+W2
(
ϕi|∂ϕj
∂y
)
+
+
N∑
k=1
[
b2
p
(n)
2k
+ p
(n+1)
2k
2
+ d2
p
(n)
1k
+ p
(n+1)
1k
2
+ρ2
u
(n)
k + u
(n+1)
k
2
]
(ϕi|ϕjϕk)
}
fij =
(
1 + a2
∆t
2
)
(ϕi|ϕj)− ∆t
2
{
α2(∇ϕi||∇ϕj) +W1
(
ϕi|∂ϕj
∂x
)
+W2
(
ϕi|∂ϕj
∂y
)
+
+
N∑
k=1
[
b2
p
(n)
2k
+ p
(n+1)
2k
2
+ d2
p
(n)
1k
+ p
(n+1)
1k
2
+ ρ2
u
(n)
k + u
(n+1)
k
2
]
(ϕi|ϕjϕk)
}
com i, j = 1, . . . , N para cada n. Este sistema sera´ resolvido iterativamente no tempo, a
partir das condic¸o˜es iniciais p
(0)
1 e p
(0)
2 pontualmente fornecidas ou dadas implicitamente
por
N∑
j=1
p
(0)
1j
(ϕj|ϕi) = (P10 |ϕi) e
N∑
j=1
p
(0)
2j
(ϕj|ϕi) = (P20|ϕi)
3.5 Implementac¸a˜o computacional
A implementac¸a˜o computacional do sistema deste cap´ıtulo e´ ana´loga a` que foi feita
no sistema (1.7). As diferenc¸as mais nota´veis sa˜o que agora aparecem termos varia´veis
nas matrizes do sistema, que sa˜o sobrescritos a cada iterac¸a˜o temporal. Outro detalhe
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que pode ser observado e´ o ca´lculo do paraˆmetro σ. No programa usado nas simulac¸o˜es,
e´ considerado u(n) =
c(n)
||c(n)|| , numa tentativa de se ter um bom tratamento nume´rico em
relac¸a˜o a` concentrac¸a˜o do poluente em cada instante de tempo.
Sera˜o feitas duas iterac¸o˜es internas a cada passo no tempo, caracterizando-se assim
um me´todo preditor-corretor que tende a` uma aproximac¸a˜o da ordem de (∆t)2 conforme
se aumentam as iterac¸o˜es (ver MEYER, 1988). Este processo e´ feito da seguinte maneira:
• obte´m-se p(∗)1 e p(∗)2 a partir de
C(p
(n)
1 ,p
(n)
1 ,p
(n)
2 ,p
(n)
2 ,u
(n),u(n+1))p
(∗)
1 = D(p
(n)
1 ,p
(n)
1 ,p
(n)
2 ,p
(n)
2 ,u
(n),u(n+1))p
(n)
1
E(p
(n)
1 ,p
(∗)
1 ,p
(n)
2 ,p
(n)
2 ,u
(n),u(n+1))p
(∗)
2 = F(p
(n)
1 ,p
(∗)
1 ,p
(n)
2 ,p
(n)
2 ,u
(n),u(n+1))p
(n)
2
• depois obte´m-se p(n+1)1 e p(n+1)2 a partir de
C(p
(n)
1 ,p
(∗)
1 ,p
(n)
2 ,p
(∗)
2 ,u
(n),u(n+1))p
(n+1)
1 = D(p
(n)
1 ,p
(∗)
1 ,p
(n)
2 ,p
(∗)
2 ,u
(n),u(n+1))p
(∗)
1
E(p
(n)
1 ,p
(n+1)
1 ,p
(n)
2 ,p
(∗)
2 ,u
(n),u(n+1))p
(n+1)
2 = F(p
(n)
1 ,p
(n+1)
1 ,p
(n)
2 ,p
(∗)
2 ,u
(n),u(n+1))p
(∗)
2
O algoritmo usado, programado em ambiente Matlab, e´ apresentado no apeˆndice
mostrando como sa˜o feitas essas rotinas computacionalmente.
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Cap´ıtulo 4
Resultados das simulac¸o˜es – Parte II
Nestas simulac¸o˜es, as densidades populacionais iniciais P10 e P20 das duas espe´cies
(chaja´ e jacare´, respectivamente) sera˜o consideradas distribu´ıdas de forma homogeˆnea em
todo o domı´nio, respeitando as condic¸o˜es de contorno e assumindo valores pontuais iguais
a 1. A tabela a seguir mostra os paraˆmetros utilizados.
Paraˆmetros Valores Paraˆmetros Valores
α1 0.05 α2 0.025
U1 0.0 U2 0.01
W1 0.0 W2 0.0
ρ1 0.05 ρ2 0.02
δ1 1.5× 10−6 δ2 10−6
a1 0.004 a2 0.005
K 20 ∆t 0.25
Tabela 4.1: Paraˆmetros utilizados na simulac¸a˜o do conv´ıvio entre duas espe´cies competi-
doras sob efeito do poluente
Ha´ um motivo para se considerar os paraˆmetros U1, W1 eW2 nulos. Em certas e´pocas,
os chaja´s possuem uma tendeˆncia de migrac¸a˜o para o norte, e em outras e´pocas essas
tendeˆncias sa˜o para o sul, enquanto que os jacare´s na˜o possuem uma caracter´ıstica mi-
grato´ria expressiva quando os chaja´s migram para o norte. Portanto e´ suposto aqui que
as simulac¸o˜es tentam retratar esta e´poca espec´ıfica, ou seja, em que U1 = W1 = W2 = 0.
Nas primeiras 1000 iterac¸o˜es pode-se ver (figura 4.1) que a espe´cie 1 comec¸a a sofrer
mais com os danos causados pela presenc¸a do poluente que a espe´cie 2, resultado nume´rico
influenciado pela diferenc¸a entre os paraˆmetros ρ1 e ρ2, que indicam os decaimentos pro-
porcionais das densidades populacionais das duas espe´cies.
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Figura 4.1: Distribuic¸a˜o das densidades populacionais das duas espe´cies na lagoa apo´s
1000 iterac¸o˜es
Figura 4.2: Distribuic¸a˜o das densidades populacionais das duas espe´cies na lagoa apo´s
2000 iterac¸o˜es
28
Ja´ apo´s 2000 iterac¸o˜es, observa-se que a espe´cie 2 se recupera na regia˜o onde se tinha
a presenc¸a inicial do material impactante to´xico enquanto que a espe´cie 1 ainda sofre por
toda a regia˜o onde se dispersa o poluente, resultado nume´rico influenciado agora na˜o so´
pelos decaimentos proporcionais mas tambe´m pela diferenc¸a entre os paraˆmetros a1 e a2,
que indicam o crescimento intr´ınseco das populac¸o˜es das duas espe´cies (ver figura 4.2).
Efetuadas todas as 3000 iterac¸o˜es, o que corresponde a um tempo final de 750 unidades
de tempo, pode-se perceber agora a influeˆncia de todos os paraˆmetros do modelo no re-
sultado final (figuras 4.3, 4.4 e 4.5). As regio˜es onde se tem uma menor densidade popu-
lacional da espe´cie 1, sa˜o justamente aquelas onde se tem maior densidade populacional
da espe´cie 2 – desse modo a competic¸a˜o interespec´ıfica influenciando negativamente na
dinaˆmica populacional – e por onde houve a passagem do poluente. Por outro lado, as
regio˜es onde se tem maior densidade populacional da espe´cie 1 se situam ao norte da lagoa
– efeito da caracter´ıstica de migrac¸a˜o, entre outros – e na “ponta”a sudeste, onde na˜o se
teve a presenc¸a expressiva do material impactante to´xico em nenhum instante.
Figura 4.3: Distribuic¸a˜o final da densidade populacional da espe´cie 1 (chaja´) na lagoa
(apo´s 3000 iterac¸o˜es)
Em contrapartida, a espe´cie 2 apresenta n´ıveis populacionais mais altos nas regio˜es onde
o poluente ja´ se dispersou completamente ou quase que completamente, aproveitando-se
da recuperac¸a˜o mais lenta da sua espe´cie competidora. A figura 4.6 mostra de forma
detalhada estes fenoˆmenos localmente em alguns pontos escolhidos.
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Figura 4.4: Visualizac¸a˜o 3D da distribuic¸a˜o final da densidade populacional da espe´cie 1
(chaja´) na lagoa (apo´s 3000 iterac¸o˜es)
Figura 4.5: Visualizac¸a˜o 3D da distribuic¸a˜o final da densidade populacional da espe´cie 2
(jacare´) na lagoa (apo´s 3000 iterac¸o˜es)
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Figura 4.6: Localizac¸a˜o do no´s 6259, 3638 e 369 e o acompanhamento do comportamento
evolutivo das densidades populacionais das duas espe´cies nestes pontos
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Concluso˜es
E´ reconhecido o risco e o resultado muitas vezes fatal decorrente de um material im-
pactante que afeta de modo irrevers´ıvel o delicado e insta´vel equil´ıbrio do conv´ıvio de duas
espe´cies. No caso de espe´cies-chave, cuja presenc¸a e cuja permaneˆncia sa˜o essenciais na
estabilidade do ecossistema, experimentos na˜o podem ser feitos a na˜o ser em condic¸o˜es
muito restritas. No sentido de permitir reduzir o nu´mero de diferentes experimentos, e
suas replicac¸o˜es, o que foi proposto neste trabalho e´ a elaborac¸a˜o de um programa que
simule essa situac¸a˜o, permitindo reduzir a um mı´nimo as experieˆncias de campo. O que
se espera quanto a` utilidade deste trabalho e´, enta˜o:
1. A reduc¸a˜o de experieˆncias que impactam o meio;
2. A reduc¸a˜o significativa do nu´mero daquelas experieˆncias que na˜o podem ser simu-
ladas numericamente;
3. Criac¸a˜o de um instrumental ba´sico para a formulac¸a˜o de planos de contingeˆncia;
4. Criac¸a˜o de um instrumental auxiliar para a formulac¸a˜o de estrate´gias de manejo
integrado e sustenta´vel em ambientes variados, e na˜o so´ na regia˜o espec´ıfica onde
foram usadas as aplicac¸o˜es do presente estudo;
5. Criac¸a˜o de conhecimento computacional em simulac¸a˜o de fenoˆmenos ecolo´gicos e
ambientais.
Portanto, espera-se que todas estas ferramentas ou seja, cada um destes resultados
possa ou venha a contribuir de modo positivo para que desenvolvimentos regionais sejam
efetuados de modo consciente e planejado.
Como ja´ foi dito antes, este trabalho traz uma inovac¸a˜o, simples pore´m contundente,
na proposta de modelagem matema´tica para os fenoˆmenos que foram estudados. O uso de
uma mesma capacidade de suporte para populac¸o˜es de espe´cies-chave de um ecossistema
na˜o visa simplesmente facilitar os ca´lculos, ou tornar o modelo u´til apenas do ponto de
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vista qualitativo. O objetivo deste estudo foi mesmo descrever de modo mais preciso∗ o
conv´ıvio entre as espe´cies, considerando-se assim o ma´ximo de hipo´teses que excluem o
tratamento isolado de cada uma.
As implementac¸o˜es computacionais feitas para a resoluc¸a˜o dos sistemas propostos
foram elaboradas de tal modo que, ale´m de se tentar reduzir o tempo de processamento
dos programas, se dispusesse de ferramentas mais acess´ıveis a profissionais e pesquisadores
de a´reas de ecologia e meio ambiente que na˜o teˆm tanta familiaridade com linguagens de
programac¸a˜o, tanto e´ que os algoritmos e as sa´ıdas gra´ficas foram implementados e obtidos
em ambiente Matlab 7.0†.
No tocante a esse mesmo intuito, o de se ter uma comunicac¸a˜o mais fa´cil e eficiente
com especialistas de outras a´reas, muitas oportunidades de trabalhos surgem para um
futuro que ja´ esta´ se tornando realidade no pro´prio grupo de Biomatema´tica do IMECC –
UNICAMP. Os avanc¸os nas pesquisas do grupo veˆm se tornando um alicerce so´lido para
se utilizar a lo´gica fuzzy na estimativa e calibrac¸a˜o de paraˆmetros de modelos como os que
foram apresentados neste trabalho, e tambe´m na resoluc¸a˜o de problemas que podem ser
modelados por sistemas p-fuzzy‡, na˜o abolindo deste modo os me´todos nume´ricos usados
nos trabalhos desenvolvidos ate´ aqui mas apresentando-se como mais uma ferramenta au-
xiliar na busca de soluc¸o˜es para os problemas matema´ticos, corroborando os resultados ja´
obtidos e tornando o contato cada vez mais pro´ximo com outros especialistas.
∗Faz-se reconhecer aqui as limitac¸o˜es do uso deste termo e da ambic¸a˜o desse objetivo
†Os tempos de execuc¸a˜o dos programas do poluente e das populac¸o˜es foram de cerca de 24min e
54h6min, respectivamente, num PC Pentium 4, CPU de 3.00 GHz e 1.00 GB de RAM.
‡Em outras palavras, puramente fuzzy
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Apeˆndice
As sub-matrizes de rigidez
Aqui sera´ apresentado de maneira breve uma proposta para a construc¸a˜o das sub-
matrizes de rigidez usadas nas formulac¸o˜es algor´ıtmicas para resoluc¸a˜o dos sistemas ex-
postos no trabalho.
O software Triangle, usado na discretizac¸a˜o dos domı´nios espaciais, dispo˜e os no´s dos
triaˆngulos como na figura 4.7
(x1ˆ, y1ˆ)
(x2ˆ, y2ˆ)
(x3ˆ, y3ˆ)
(x4ˆ, y4ˆ)
(x5ˆ, y5ˆ)
(x6ˆ, y6ˆ)
Figura 4.7: Triaˆngulo gene´rico
(0,0) (1/2,0)
(1,0)
(1/2,1/2)
(0,1)
(0,1/2)
Figura 4.8: Triaˆngulo padra˜o
Um arquivo denominado malha.mat foi criado para armazenar as informac¸o˜es sobre a
malha de elementos e as coordenadas de cada no´. Este arquivo conte´m a matriz malha
de dimensa˜o nel × 6, onde nel e´ o numero de elementos da malha, em que cada linha
representa um triaˆngulo. As treˆs primeiras colunas de cada linha sa˜o os nu´meros dos no´s
dos ve´rtices, e a treˆs restantes os pontos me´dios das faces. O arquivo tambe´m conte´m
dois vetores de dimensa˜o nn (nu´mero de no´s da malha): um e´ o vetor x, contendo as
coordenadas no eixo-x de cada no´ e o outro e´ o vetor y contendo as coordenadas no eixo-y.
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Para a aplicac¸a˜o do Me´todo de Elementos Finitos, a transformac¸a˜o que leva o triaˆngulo
padra˜o Kˆ num triaˆngulo qualquer K da malha e´{
x(ξ, η) = x1ˆ + (x2ˆ − x1ˆ)ξ + (x3ˆ − x1ˆ)η
y(ξ, η) = y1ˆ + (y2ˆ − y1ˆ)ξ + (y3ˆ − y1ˆ)η
A partir desta transformac¸a˜o, desenvolvem-se as integrais∫∫
K
ϕiϕj dydx = J
∫∫
Kˆ
ψiˆψjˆ dηdξ
∫∫
K
∇ϕi∇ϕj dydx = h1
∫∫
Kˆ
∂ψiˆ
∂ξ
∂ψjˆ
∂ξ
dηdξ + h2
∫∫
Kˆ
∂ψiˆ
∂η
∂ψjˆ
∂η
dηdξ −
− h3
∫∫
Kˆ
∂ψiˆ
∂ξ
∂ψjˆ
∂η
+
∂ψjˆ
∂ξ
∂ψiˆ
∂η
dηdξ
∫∫
K
ϕi
∂ϕj
∂x
ϕk dydx = (y3ˆ − y1ˆ)
∫∫
Kˆ
ψiˆ
∂ψjˆ
∂ξ
ψkˆ dηdξ − (y2ˆ − y1ˆ)
∫∫
Kˆ
ψiˆ
∂ψjˆ
∂η
ψkˆ dηdξ
∫∫
K
ϕi
∂ϕj
∂y
ϕk dydx = (x2ˆ − x1ˆ)
∫∫
Kˆ
ψiˆ
∂ψjˆ
∂η
ψkˆ dηdξ − (x3ˆ − x1ˆ)
∫∫
Kˆ
ψiˆ
∂ψjˆ
∂ξ
ψkˆ dηdξ
∫∫
K
ϕi
∂ϕj
∂x
dydx = (y3ˆ − y1ˆ)
∫∫
Kˆ
ψiˆ
∂ψjˆ
∂ξ
dηdξ − (y2ˆ − y1ˆ)
∫∫
Kˆ
ψiˆ
∂ψjˆ
∂η
dηdξ
∫∫
K
ϕi
∂ϕj
∂y
dydx = (x2ˆ − x1ˆ)
∫∫
Kˆ
ψiˆ
∂ψjˆ
∂η
dηdξ − (x3ˆ − x1ˆ)
∫∫
Kˆ
ψiˆ
∂ψjˆ
∂ξ
dηdξ
∫∫
K
ϕiϕjϕk = J
∫∫
Kˆ
ψiˆψjˆψkˆ dηdξ
onde
J = |(x2ˆ − x1ˆ)(y3ˆ − y1ˆ)− (x3ˆ − x1ˆ)(y2ˆ − y1ˆ)|
h1 =
1
J
[(y3ˆ − y1ˆ)2 + (x3ˆ − x1ˆ)2]
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h2 =
1
J
[(y2ˆ − y1ˆ)2 + (x2ˆ − x1ˆ)2]
h3 =
1
J
[(y3ˆ − y1ˆ)(y2ˆ − y1ˆ) + (x3ˆ − x1ˆ)(x2ˆ − x1ˆ)].
Enta˜o as sub-matrizes de rigidez sa˜o definidas por
(M1)i,j =
∫∫
Kˆ
ψiˆψjˆ dηdξ (M2)i,j =
∫∫
Kˆ
∂ψiˆ
∂ξ
∂ψjˆ
∂ξ
dηdξ
(M3)i,j =
∫∫
Kˆ
∂ψiˆ
∂η
∂ψjˆ
∂η
dηdξ (M4)i,j =
∫∫
Kˆ
∂ψiˆ
∂ξ
∂ψjˆ
∂η
+
∂ψjˆ
∂ξ
∂ψiˆ
∂η
dηdξ
(M5)i,j,k =
∫∫
Kˆ
ψiˆ
∂ψjˆ
∂ξ
ψkˆ dηdξ (M6)i,j,k =
∫∫
Kˆ
ψiˆ
∂ψjˆ
∂η
ψkˆ dηdξ
(M7)i,j =
∫∫
Kˆ
ψiˆ
∂ψjˆ
∂ξ
dηdξ (M8)i,j =
∫∫
Kˆ
ψiˆ
∂ψjˆ
∂η
dηdξ
(M9)i,j,k =
∫∫
Kˆ
ψiˆψjˆψkˆ dηdξ
Uma proposta algor´ıtmica para a construc¸a˜o destas matrizes que sa˜o armazenandas no
arquivo smr2.mat em ambiente Matlab e´ a seguinte:
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%% CALCULO DAS SUB-MATRIZES DE RIGIDEZ %%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
clear all
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Funcoes de forma e suas derivadas
syms x y z=1-x-y;
f(1)=z*(2*z-1); f(2)=x*(2*x-1); f(3)=y*(2*y-1);
f(4)=4*x*y; f(5)=4*y*z; f(6)=4*x*z;
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for i=1:6
dfdx(i)=diff(f(i),x);
dfdy(i)=diff(f(i),y);
end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Construcao das matrizes
for i=1:6
for j=1:6
r1=int(f(i)*f(j),y,0,1-x);
M1(i,j)=int(r1,0,1);
r2=int(dfdx(i)*dfdx(j),y,0,1-x);
M2(i,j)=int(r2,0,1);
r3=int(dfdy(i)*dfdy(j),y,0,1-x);
M3(i,j)=int(r3,0,1);
r4=int(dfdx(i)*dfdy(j)+dfdx(j)*dfdy(i),y,0,1-x);
M4(i,j)=int(r4,0,1);
r7=int(f(i)*dfdx(j),y,0,1-x);
M7(i,j)=int(r7,0,1);
r8=int(f(i)*dfdy(j),y,0,1-x);
M8(i,j)=int(r8,0,1);
for k=1:6
r5=int(f(i)*dfdx(j)*f(k),y,0,1-x);
M5(i,j,k)=int(r5,0,1);
r6=int(f(i)*dfdy(j)*f(k),y,0,1-x);
M6(i,j,k)=int(r6,0,1);
r9=int(f(i)*f(j)*f(k),y,0,1-x);
M9(i,j,k)=int(r9,0,1);
end
end
end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
M1=double(M1); M2=double(M2); M3=double(M3); M4=double(M4);
M5=double(M5); M6=double(M6); M7=double(M7); M8=double(M8);
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M9=double(M9);
save smr2 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% FIM %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
Um arquivo denominado transformacao.mat foi constru´ıdo separadamente armazenando
as informac¸o˜es sobre a transformac¸a˜o que faz a correspondeˆncia entre o triaˆngulo padra˜o
e um triaˆngulo qualquer da malha. Sua programac¸a˜o foi feita como segue:
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%% CALCULOS PARA USO NOS SISTEMAS LINEARES %%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
clear all
load malha
nel=size(malha,1);
for e=1:nel
x1(e)=x(malha(e,1));
x2(e)=x(malha(e,2));
x3(e)=x(malha(e,3));
y1(e)=y(malha(e,1));
y2(e)=y(malha(e,2));
y3(e)=y(malha(e,3));
J(e)=abs((x2(e)-x1(e))*(y3(e)-y1(e))-(x3(e)-x1(e))*(y2(e)-y1(e)));
h1(e)=((y3(e)-y1(e))*(y3(e)-y1(e))+(x3(e)-x1(e))*(x3(e)-x1(e)))/J(e);
h2(e)=((y2(e)-y1(e))*(y2(e)-y1(e))+(x2(e)-x1(e))*(x2(e)-x1(e)))/J(e);
h3(e)=((y3(e)-y1(e))*(y2(e)-y1(e))+(x3(e)-x1(e))*(x2(e)-x1(e)))/J(e);
end
save transformacao x1 x2 x3 y1 y2 y3 J h1 h2 h3
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% FIM %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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O poluente
O campo de velocidades da lagoa foi armazenado no arquivo velocidades.mat. Este
arquivo conte´m uma matriz de dimensa˜o nn× 2, onde em cada linha esta˜o os sentidos em
relac¸a˜o ao eixo-x (primeira coluna) e no eixo-y (segunda coluna) das velocidades do meio
em cada no´.
Outro arquivo de apoio tambe´m foi criado, agora para armazenar informac¸o˜es sobre
os pontos da fronteira. Este arquivo chama-se fronteira.mat e conte´m o vetor gama0 de
dimensa˜o nn que tem a seguinte caracter´ıstica
gama0(i) =
{
1, se i ∈ Γ0
0, se i /∈ Γ0
O algoritmo para resoluc¸a˜o da equac¸a˜o que descreve a dispersa˜o do poluente foi pro-
gramado da seguinte maneira:
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%% CALCULO DA DISPERSAO DE UM POLUENTE %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
clear all
t0=clock;
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Carregando arquivos
load malha
load smr2
load fronteira
load transformacao
load velocidades
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Dados do dominio espacial
nn=length(x); % numero de nos da malha
nel=size(malha,1); % numero de elementos
nnl=6; % numero de nos locais
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Dados do dominio temporal
nit=3000; % numero de iteracoes
dt=0.25; % delta t
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Coeficientes do problema
alfac=0.75; % difusividade
sigmac=0.001; % decaimento
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Preparacao dos coeficientes constantes
dt2=dt/2; sig1=1+sigmac*dt2; sig2=1-sigmac*dt2; alf=alfac*dt2;
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Montagem das matrizes do sistema
A=sparse(nn,nn); B=sparse(nn,nn);
for e=1:nel
for il=1:nnl
i=malha(e,il);
if gama0(i)==0
for jl=1:nnl
j=malha(e,jl);
if gama0(j)==0
A(i,j)=A(i,j)+sig1*J(e)*M1(il,jl)+...
+...+
+alf*(h1(e)*M2(il,jl)+h2(e)*M3(il,jl)-h3(e)*...
M4(il,jl));
B(i,j)=B(i,j)+sig2*J(e)*M1(il,jl)-...
-...-
-alf*(h1(e)*M2(il,jl)+h2(e)*M3(il,jl)-h3(e)*...
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M4(il,jl));
for kl=1:nnl
k=malha(e,kl);
if gama0(k)==0
A(i,j)=A(i,j)+dt2*V(k,1)*((y3(e)-y1(e))*...
M5(il,jl,kl)-(y2(e)-y1(e))*M6(il,jl,kl))+...
+...+
+dt2*V(k,2)*((x2(e)-x1(e))*M6(il,jl,kl)-...
(x3(e)-x1(e))*M5(il,jl,kl));
B(i,j)=B(i,j)-dt2*V(k,1)*((y3(e)-y1(e))*...
M5(il,jl,kl)-(y2(e)-y1(e))*M6(il,jl,kl))-...
-...-
-dt2*V(k,2)*((x2(e)-x1(e))*M6(il,jl,kl)-...
(x3(e)-x1(e))*M5(il,jl,kl));
end
end
end
end
end
end
end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Inclusao da condicao de Dirichlet na matriz A
for i=1:nn
if gama0(i)==1
A(i,i)=1;
end
end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Condicao inicial
cn=zeros(nn,1);
for il=1:6
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cn(malha(3071,il))=0.125;
cn(malha(3049,il))=0.125;
cn(malha(2998,il))=0.125;
cn(malha(2912,il))=0.125;
cn(malha(2976,il))=0.125;
end
%--------------------------------------------------------------------------
% Armazenamento da condicao inicial para visualizacao e para efeito nas
% populacoes
cgraf(:,1)=cn;
c6259(1)=cn(6259); c3638(1)=cn(3638); c369(1)=cn(369);
uant=cn/norm(cn);
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Resolucao do sistema
for n=1:nit
cn=A\(B*cn);
%----------------------------------------------------------------------
% Armazenamento das solucoes para efeito nas populacoes
un=cn/norm(cn);
unm=(un+uant)/2;
u(:,n)=unm;
uant=un;
%----------------------------------------------------------------------
% Armazenamento de algumas solucoes e acompanhamento em alguns pontos
% para visualizacao
c6259(n+1)=cn(6259);
c3638(n+1)=cn(3638);
c369(n+1)=cn(369);
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if n==1000
cgraf(:,2)=cn;
end
if n==2000
cgraf(:,3)=cn;
end
if n==nit
cgraf(:,4)=cn;
end
%----------------------------------------------------------------------
end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
min=etime(clock,t0)/60; save poluente cgraf c6259 c3638 c369 u min
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% FIM %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
Um arquivo chamado poluente.mat e´ salvo no fim do programa armazenando a matriz
u de dimensa˜o nn × nit, onde nit e´ o numero de iterac¸o˜es, que sera´ usada no programa
das populac¸o˜es. Cada coluna uj desta matriz tem a forma uj =
u(j−1) + u(j)
2
, em que u(j)
representa a normalizac¸a˜o da concentrac¸a˜o do poluente apo´s a iterac¸a˜o j.
As espe´cies sob efeito do poluente
Agora e´ apresentado o algoritmo usado na resoluc¸a˜o do sistema que envolve as duas
espe´cies competidoras sob efeito do poluente.
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%% CONVIVIO ENTRE DUAS ESPECIES COMPETIDORAS SOB EFEITO DO POLUENTE %%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
clear all
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t0=clock;
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Carregando arquivos
load malha
load smr2
load transformacao
load fronteira
load poluente
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Dados do dominio espacial
nn=length(x); % numero de nos da malha
nel=size(malha,1); % numero de elementos
nnl=6; % numero de nos locais
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Dados do dominio temporal
nit=3000; % numero de iteracoes
dt=0.25; % delta t
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Coeficientes do problema
alfa1=0.05; % dispersao de P1
alfa2=0.025; % dispersao de P2
delta1=1.5e-6; % taxa de relacao interespecifica de P1
delta2=1e-6; % taxa de relacao interespecifica de P2
U1=0.0; % migracao de P1 na direcao do eixo x
U2=1e-2; % migracao de P1 na direcao do eixo y
W1=0.0; % migracao de P2 na direcao do eixo x
W2=0.0; % migracao de P2 na direcao do eixo y
a1=4e-3; % taxa de crescimento intrinseca de P1
a2=5e-3; % taxa de crescimento intrinseca de P2
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K=20; % capacidade de suporte do meio para P1 e P2
ro1=5e-2; % decaimento de P1 devido a presenca do poluente
ro2=2e-2; % decaimento de P2 devido a presenca do poluente
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Preparacao dos coeficientes constantes
b1=a1/K; b2=a2/K;
d1=b1+delta1; d2=b2+delta2;
a11=1-a1*dt/2; a12=1+a1*dt/2;
alf1=alfa1*dt/2; alf2=alfa2*dt/2;
U1dt2=U1*dt/2; U2dt2=U2*dt/2;
W1dt2=W1*dt/2; W2dt2=W2*dt/2;
a21=1-a2*dt/2; a22=1+a2*dt/2;
bb1=b1*dt/4; bb2=b2*dt/4;
dd1=d1*dt/4; dd2=d2*dt/4;
rro1=ro1*dt/2; rro2=ro2*dt/2;
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Condicoes iniciais
p1n=ones(nn,1); p2n=ones(nn,1);
for i=1:nn
if gama0(i)==1
p1n(i)=0;
p2n(i)=0;
end
end
%--------------------------------------------------------------------------
% Armazenamento das condicoes iniciais para visualizacao
p1graf(:,1)=p1n; p2graf(:,1)=p2n;
p16259(1)=p1n(6259); p26259(1)=p2n(6259);
p13638(1)=p1n(3638); p23638(1)=p2n(3638);
p1369(1)=p1n(369); p2369(1)=p2n(369);
45
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Montagem das partes fixas das matrizes C, D, E e F
C1=sparse(nn,nn); D1=sparse(nn,nn); E1=sparse(nn,nn); F1=sparse(nn,nn);
for e=1:nel
for il=1:nnl
i=malha(e,il);
if gama0(i)==0
for jl=1:nnl
j=malha(e,jl);
if gama0(j)==0
C1(i,j)=C1(i,j)+a11*J(e)*M1(il,jl)+...
+...+
+alf1*(h1(e)*M2(il,jl)+h2(e)*M3(il,jl)-h3(e)*...
M4(il,jl))+...
+...+
+U1dt2*((y3(e)-y1(e))*M7(il,jl)-(y2(e)-y1(e))*...
M8(il,jl))+...
+...+
+U2dt2*((x2(e)-x1(e))*M8(il,jl)-(x3(e)-x1(e))*...
M7(il,jl));
D1(i,j)=D1(i,j)+a12*J(e)*M1(il,jl)-...
-...-
-alf1*(h1(e)*M2(il,jl)+h2(e)*M3(il,jl)-h3(e)*...
M4(il,jl))-...
-...-
-U1dt2*((y3(e)-y1(e))*M7(il,jl)-(y2(e)-y1(e))*...
M8(il,jl))-...
-...-
-U2dt2*((x2(e)-x1(e))*M8(il,jl)-(x3(e)-x1(e))*...
M7(il,jl));
E1(i,j)=E1(i,j)+a21*J(e)*M1(il,jl)+...
+...+
+alf2*(h1(e)*M2(il,jl)+h2(e)*M3(il,jl)-h3(e)*...
M4(il,jl))+...
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+...+
+W1dt2*((y3(e)-y1(e))*M7(il,jl)-(y2(e)-y1(e))*...
M8(il,jl))+...
+...+
+W2dt2*((x2(e)-x1(e))*M8(il,jl)-(x3(e)-x1(e))*...
M7(il,jl));
F1(i,j)=F1(i,j)+a22*J(e)*M1(il,jl)-...
-...-
-alf2*(h1(e)*M2(il,jl)+h2(e)*M3(il,jl)-h3(e)*...
M4(il,jl))-...
-...-
-W1dt2*((y3(e)-y1(e))*M7(il,jl)-(y2(e)-y1(e))*...
M8(il,jl))-...
-...-
-W2dt2*((x2(e)-x1(e))*M8(il,jl)-(x3(e)-x1(e))*...
M7(il,jl));
end
end
end
end
end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Inicio das iteracoes
p1est=p1n; p2est=p2n;
for n=1:nit
%----------------------------------------------------------------------
% Iteracoes internas para aproximar p1^(n+1) e p2^(n+1): montagem das
% partes variaveis das matrizes C e D
for it=1:2
C=C1; D=D1;
for e=1:nel
for il=1:nnl
i=malha(e,il);
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if gama0(i)==0
for jl=1:nnl
j=malha(e,jl);
if gama0(j)==0
for kl=1:nnl
k=malha(e,kl);
if gama0(k)==0
aux1=(bb1*(p1n(k)+p1est(k))+dd1*...
(p2n(k)+p2est(k))+rro1*u(k,n))*...
J(e)*M9(il,jl,kl);
C(i,j)=C(i,j)+aux1;
D(i,j)=D(i,j)-aux1;
end
end
end
end
end
end
end
%------------------------------------------------------------------
% Inclusao da condicao de Dirichlet na matriz C
for i=1:nn
if gama0(i)==1
C(i,i)=1;
end
end
%------------------------------------------------------------------
% Resolucao do sistema para p1
p1est=C\(D*p1est);
%------------------------------------------------------------------
% Montagem das partes variaveis das matrizes E e F
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E=E1; F=F1;
for e=1:nel
for il=1:nnl
i=malha(e,il);
if gama0(i)==0
for jl=1:nnl
j=malha(e,jl);
if gama0(j)==0
for kl=1:nnl
k=malha(e,kl);
if gama0(k)==0
aux2=(bb2*(p2n(k)+p2est(k))+dd2*...
(p1n(k)+p1est(k))+rro2*u(k,n))*...
J(e)*M9(il,jl,kl);
E(i,j)=E(i,j)+aux2;
F(i,j)=F(i,j)-aux2;
end
end
end
end
end
end
end
%------------------------------------------------------------------
% Inclusao da condicao de Dirichlet na matriz E
for i=1:nn
if gama0(i)==1
E(i,i)=1;
end
end
%------------------------------------------------------------------
% Resolucao do sistema para p2
p2est=E\(F*p2est);
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%------------------------------------------------------------------
end
%----------------------------------------------------------------------
% Fim das iteracoes internas
p1n=p1est; p2n=p2est;
%----------------------------------------------------------------------
% Armazenamento de algumas solucoes e acompanhamento em alguns pontos
% para visualizacao
p16259(n+1)=p1n(6259); p26259(n+1)=p2n(6259);
p13638(n+1)=p1n(3638); p23638(n+1)=p2n(3638);
p1369(n+1)=p1n(369); p2369(n+1)=p2n(369);
if n==1000
p1graf(:,2)=p1n; p2graf(:,2)=p2n;
end
if n==2000
p1graf(:,3)=p1n; p2graf(:,3)=p2n;
end
if n==nit
p1graf(:,4)=p1n; p2graf(:,4)=p2n;
end
end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
horas=etime(clock,t0)/3600;
save populacoes p1graf p2graf p16259 p26259 p13638 p23638 p1369 p2369 horas
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% FIM %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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